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Introduccio´n
El disen˜o de superficies desarrollables son de considerable importancia en diversas
aplicaciones en disen˜o geome´trico asistido por computador. El objetivo de esta tesis es
construir splines con segmentos de conos circulares para aproximar superficies desarro-
llables, con la finalidad de construir splines que modelen superficies de intere´s en el a´rea
me´dica odontolo´gica y presentar ejemplos de vistas panora´micas de secciones curvas de
maxilares humanos que contienen informacio´n sobre todas las piezas dentales. El proceso
que presentamos permite el despliegue simulta´neo de estas piezas, en una superficie sin
ninguna distorsio´n me´trica.
En el cap´ıtulo 1 inicialmente presentamos algunos conceptos ba´sicos de geometr´ıa di-
ferencial de curvas y superficies. Se define la longitud de arco, el triedro de Frenet, la
curvatura y la torsio´n de una curva regular parametrizada. En el conjunto de superficies
regladas se describe un subconjunto de superficies llamadas superficies desarrollables y
algunas propiedades importantes.
Por u´ltimo se introduce las nociones ba´sicas de disen˜o geome´trico asistido por compu-
tador, tales como las curvas de Be´zier, el algoritmo de De Casteljau y algunas propiedades
importantes de estas curvas que posteriormente se utilizan en la construccio´n de biarcos.
Finalmente, se describe las superficies de Be´zier.
En el cap´ıtulo 2 consideramos rectas orientadas, c´ırculos orientados y elementos de
contacto orientados con el fin de construir curvas compuestas de pares de arcos circulares
que connecten dos puntos dados a1, a2 ∈ R3 y dos rectas orientadas dadas l1, l2 que pasa
por a1 y a2 respectivamente.
En el cap´ıtulo 3 estudiamos la solucio´n para el problema de aproximar superficies
desarrollables con splines de conos circulares presentada por Leopoldseder y Pottmann
[7], con el fin de obtener splines que ajusten superficies de intere´s para las aplicaciones en
el a´rea me´dica.
En el cap´ıtulo 4 estudiamos algunos conceptos ba´sicos sobre el procesamiento de ima´ge-
nes me´dicas y consideramos el conjunto de soluciones de pares de conos circulares hallado
en el cap´ıtulo anterior para aproximar superficies desarrollables, con la finalidad de cons-
truir splines que modelen superficies de intere´s.
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Cap´ıtulo 1
Preliminares
1.1. Fundamentos de geometr´ıa diferencial de
curvas y superficies
1.1.1. Curvas parametrizadas
Una curva diferenciable parametrizada es una curva α : I −→ R3 de un intervalo I = (a, b)
o´ [a, b] en R que env´ıa cada t ∈ I a un punto α(t) = (x(t), y(t), z(t)) ∈ R3 tal que las
funciones x(t), y(t), z(t) son diferenciables.
Si denotamos por x′(t), y′(t), z′(t) las primeras derivadas de x, y, z en el punto t, el vector
(x′(t), y′(t), z′(t)) = α
′
(t) ∈ R3 es el vector tangente de la curva α en t. La curva α es
regular si α
′
(t) 6= 0 para todo t ∈ I.
Longitud de arco.
Dado t ∈ I, la longitud de arco de una curva regular parametrizada α : I −→ R3, desde
el punto t0, es por definicio´n
s(t) =
∫ t
t0
∥∥∥α′(t)∥∥∥ dt (1.1)
donde
∥∥α′(t)∥∥ = √(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 es la longitud del vector α′(t).
Dado que α
′
(t) 6= 0, la longitud de arco s es una funcio´n diferenciable de t y
ds
dt
=
∥∥∥α′(t)∥∥∥ .
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Teor´ıa local de curvas parametrizadas por longitud de arco.
Dada una curva α : I −→ R3 parametrizada por longitud de arco, el vector α′(s) es el
vector tangente unitario a la curva, denotado por t(s). Dado que el vector tangente tiene
longitud constante, el vector α
′′
(s) es ortogonal a α
′
(s).
Suponiendo que α
′′
(s) 6= 0 el vector n(s) = α
′′
(s)
‖α′′(s)‖ es llamado el vector normal principal
de α en s y el nu´mero κ(s) =
∥∥α′′(s)∥∥ es llamado la curvatura de α en s. La curvatura κ
mide el cambio en el vector tangente unitario t, por tanto κ = 0 si y so´lo si la curva es
una recta.
Si κ 6= 0, el vector b(s) = t(s) × n(s) es el vector binormal en s. El nu´mero τ(s) =
n′(s) · b(s) es llamado la torsio´n de α en s. Notemos que por la definicio´n se tiene κ ≥ 0,
pero τ puede ser positiva o negativa.
En resumen, a cada valor del para´metro s le asociamos tres vectores unitarios ortogonales
t(s),n(s),b(s). Este triedro es referido como el triedro de Frenet, (ver figura 1.1).
Los planos fundamentales de la curva α en un punto p = α(s) son:
(i) El plano determinado por el vector tangente y el vector normal, t(s) y n(s), es
llamado el plano osculador.
(ii) El plano rectificante es generado por el vector tangente t(s) y el vector binormal
b(s).
(iii) El plano generado por los vectores normal y binormal n(s) y b(s) es el plano normal.
Figura 1.1: Triedro de Frenet de una he´lice en un punto.
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La torsio´n τ mide el cambio en el vector binormal b, por tanto τ = 0 si y so´lo si la curva
es plana, si esto ocurre la curva esta´ contenida en el plano osculador.
El inverso de la curvatura r =
1
κ
es llamado el radio de curvatura en s. El c´ırculo contenido
en el plano osculador, que pasa por α(s), cuyo centro esta´ sobre la l´ınea que contiene a
n(s) y su radio es el radio de curvatura es llamado c´ırculo osculador en s.
1.1.2. Superficies regladas
Sean I ⊂ R un intervalo, l : I −→ R3 una curva regular parametrizada por longitud de
arco y e : I −→ R3 una funcio´n suave con e(u) 6= 0 para todo u ∈ I. Una superficie
parametrizada, denominada superficie reglada esta´ definida por
g(u, v) = l(u) + ve(u), u ∈ I v ∈ R, gu × gv 6= 0. (1.2)
Para cada u ∈ I, la l´ınea que pasa por l(u) y es paralela a e(u) es llamada generador de
la superficie y la curva l es llamada la directriz de la superficie. La intuicio´n que tene-
mos de este tipo de superficies es que resulta del movimiento de una recta en en el espacio.
Una superficie reglada se denomina desarrollable si puede ser aplicada localmente al plano
sin ninguna distorsio´n me´trica, esto es: la superficie (1.2) es una superficie desarrollable
si
det(e, e′, l′) = 0. con l′ =
dl
du
, e′ =
de
du
. (1.3)
Las posibles superficies regladas desarrollables son: superficies cil´ındricas, superficies co´ni-
cas y superficies tangentes a curvas espaciales.
Figura 1.2: Superficies desarrollables: (a) Cilindro, (b) Cono y (c) Superficie tangente.
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1. Cilindro: e es un vector constante, g(u, v) = l(u) + ve.
2. Cono: l es constante y es denominado el ve´rtice del cono, g(u, v) = l + ve(u).
3. Superficie tangente: La curva l tiene curvatura diferente de cero y e = l′, es decir,
las generadores son las l´ıneas tangentes de la curva l, g(u, v) = l(u) + vl′(u).
Las curvas sobre g obtenidas al fijar v = v0 y variar u, son llamadas u-curvas y las curvas
obtenidas al fijar u = u0 y variar v, son llamadas v-curvas. En el punto p = g(u0, v0), el
vector gu(u0, v0) es tangente a la u-curva y el vector gv(u0, v0) es tangente a la v-curva.
Dado que gu × gv = (l′(u) + ve′(u)) × e(u) 6= 0, los vectores gu y gv son linealmente
independientes y generan un plano, el cual es llamado el plano tangente de g en el punto
p.
Como gu × gv 6= 0 es un vector ortogonal al plano generado por gu y gv; obtenemos el
correspondiente vector unitario haciendo
n =
gu × gv
‖gu × gv‖ .
Este vector es llamado el vector unitario normal de la superficie parametrizada g.
Figura 1.3: Plano tangente al paraboloide g = (u, v, 5− u2 − v2).
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1.2. Nociones ba´sicas de disen˜o geome´trico asistido
por computador
El disen˜o geome´trico asistido por computador o CAGD1 es una disciplina que se ocupa de
los aspectos computacionales para el disen˜o de objetos geome´tricos. El CAGD es utilizado
para disen˜ar curvas y figuras en el espacio bidimensional (2D); o curvas, superficies o
so´lidos en el espacio tridimensional (3D). Debido a su gran aplicabilidad en diferentes
a´reas, el CAGD ha impulsado la investigacio´n en geometr´ıa computacional, computacio´n
gra´fica (tanto hardware como software) y en geometr´ıa diferencial discreta. Los desarrollos
iniciales en CAGD se realizaron en la de´cada de 1960 para las industrias aerona´uticas y
automotriz en el a´rea de la construccio´n de superficies 3D. Probablemente, los trabajos
ma´s importantes de esta de´cada sobre curvas polino´micas y superficies fueron realizados
por Pierre Be´zier (Renault), Paul de Casteljau (Citro¨en), Steven Anson Coons (MIT,
Ford) y James Ferguson (Boeing).
1.2.1. Curvas de Be´zier.
Consideremos los polinomios de Bernstein de grado n, los cuales esta´n dados por:
Bni (t) =
(
n
r
)
ti(1− t)n−i con
(
n
i
)
=
n!
i!(n− i)! , i = 0, 1, ..., n. (1.4)
Una funcio´n polinomial b(t) : R −→ Rm la cual es una combinacio´n lineal de los polino-
mios de Bernstein
b(t) =
n∑
i=0
Bni (t)bi. (1.5)
es llamada curva de Be´zier, y los coeficientes bi son llamados puntos de control. La se-
cuencia b0,b1,...bn es llamado el pol´ıgono de control de la curva de Be´zier.
Los polinomios de Bernstein y la curva de Be´zier b(t) definida por los puntos de control
b0,b1,...bn ∈ Rm tiene las siguientes propiedades:
La suma
∑1
i=0B
n
i (t) = 1.
El punto de la curva b(t) esta´ contenido en la ca´psula convexa del pol´ıgono de
control si 0 ≤ t ≥ 1. Esto es llamado la propiedad de la ca´psula convexa.
1Acro´nimo en ingle´s de Computer Aided Geometric Design
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La primera derivada de b(t) esta´ dada por
b
′
(t) = n ·
n−1∑
i=0
Bn−1i (t)∆bi, (1.6)
donde ∆bi = bi+1 − bi. Notemos que la deriva es una curva de Be´zier.
Las tangenes en t = 0 y t = 1, b
′
(0), b
′
(1), son paralelas a los segmentos del
pol´ıgono de control b1 − b0 y bn − bn−1 respectivamente.
La figura 1.4 ilustra una curva de Be´zier de grado 3 con sus puntos de control y su pol´ıgono
de control.
Figura 1.4: Cu´bica de Be´zier con su poligono de control.
Algoritmo de De Casteljau
Dados los puntos de control b0,b1,...bn ∈ Rm y el nu´mero real t, construimos el punto
b(t) sobre la curva, utilizando la siguiente recursio´n, la cual es llamada el algoritmo de
De Casteljau.
1. b00 = b0, ... , b
0
n = bn.
2. bri = (1− t)br−1i + tbr−1i+1 r = 1, ..., n, i = 0, ..., n− r.
3. b(t) = bn0 .
El algoritmo de De Casteljau aplicado a los puntos b0, ... , bn y al nu´mero real t evalua
la curva polinomial de Be´zier con estos puntos de control en el para´metro t.
Curvas B-splines
Las curvas B-splines son curvas que consisten de segmentos de curvas de Be´zier del mismo
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grado y que son unidas en sus puntos extremos con la suavidad ma´s alta posible. Una
curva B-spline esta´ definida por el grado n de cada segmento de curva, el vector de nodos
y el pol´ıgono de control.
El grado (denotado por n) de una curva B-spline esta´ definido como el grado de los
segmentos de curvas de Be´zier que forman la curva B-spline completa, estos segmentos
tienen el mismo grado n. El vector de nodos es una secuencia de valores del para´metro
u0, · · · , uk, ui 6= ui+1, donde los diferentes segmentos de Be´zier son unidos. Los puntos de
control d0, · · · ,dm con m = k − n + 1 son utilizados para definir la forma general de
la curva.
Curvas de Be´zier racionales
Una curva de Be´zier racional de grado n esta´ dada por
x(t) =
w0b0B
n
0 + · · ·+ wnbnBnn
w0Bn0 + · · ·+ wnBnn
, x(t),bi ∈ R3.
Los wi nuevamente son denominados pesos ; los puntos bi forman el pol´ıgono de control.
Las curvas de Be´zier racionales poseen las mismas propiedades que las curvas de Be´zier
polinomiales; los pesos wi son utilizados como para´metros de forma. Si incrementamos un
wi, la curva tiende al correspondiente bi.
1.2.2. Superficies de Be´zier
Sea b0,b1, ...,bn el pol´ıgono de control de una curva de Be´zier de grado n. Al mover cada
punto de control bi del pol´ıgono sobre una curva de Be´zier bi(v) de grado m con pol´ıgono
de control bi,0,bi,1, ...,bi,m obtenemos una superficie parametrizada
b(u, v) =
n∑
i=0
m∑
j=0
bi,jB
n
i (u)B
m
j (v) u, v ∈ [0, 1], (1.7)
la cual se denomina superficie de Be´zier de bigrado (n,m) y al conjunto de los (n+1)(m+1)
puntos de control b0,0, ...,bn,m se le denomina malla de control. La superficie (1.7) puede
expresarse de forma matricial como
b(u, v) = (Bn0 (u) · · ·Bnn(u))

b0,0 · · · b0,m
...
. . .
...
bn,0 · · · bn,m


Bm0 (v)
...
Bmm(v)
 .
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Si fijamos v = v0, las u-curvas de esta superficie son curvas de Be´zier de grado n con
puntos de control bi dadas por
b(u, v0) =
n∑
i=0
(
m∑
j=0
bi,jB
m
j (v0)
)
︸ ︷︷ ︸
bi
Bni (u) u ∈ [0, 1]
y si fijamos u = u0, las v-curvas son curvas de Be´zier de grado m y puntos de control bj
dadas por
b(u0, v) =
m∑
j=0
(
n∑
i=0
bi,jB
n
i (u0)
)
︸ ︷︷ ︸
bj
Bmj (v) v ∈ [0, 1].
La siguiente gra´fica es un ejemplo de una superficie de Be´zier.
Figura 1.5: Superficie de Be´zier de bigrado (2,3).
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Cap´ıtulo 2
Conjunto de biarcos interpolantes
entre dos puntos y dos rectas
2.1. Resumen
En este cap´ıtulo trabajamos con rectas orientadas, c´ırculos orientados, y elementos de
contacto orientados. Adema´s, se considera el siguiente problema geome´trico:
Dados dos puntos a1, a2 ∈ R3 y dos rectas orientadas l1, l2 que pasan por a1 y a2 respec-
tivamente. ¿Co´mo conectar estos dos elementos (a1, l1) y (a2, l2) con una curva suave que
adicionalmente cumpla con ciertas condiciones de contacto?.
Dentro de las posibles curvas suaves que conectan los dos elementos (a1, l1) y (a2, l2) con-
sideramos so´lo aquellas curvas compuestas por dos arcos circulares que inician en a1 y
finalizan en a2 y tal que sus tangentes coinciden en el punto de conexio´n. Estas curvas
son llamadas biarcos.
2.2. Rectas orientadas y c´ırculos orientados
Dada una recta l ∈ R3, le asignaremos una orientacio´n asumiendo que es generada por el
movimiento de un punto en uno u otro sentido. Como una recta es orientada, un c´ırculo
puede ser orientado. Dado un c´ırculo, asignarle una orientacio´n es equivalente a dar un
sentido a su recorrido.
Definicio´n 2.1 Sean a un punto en R3 y l una recta orientada que pasa por el punto a.
El elemento (a, l) se denomina elemento de contacto o contacto.
Definicio´n 2.2 Decimos que un c´ırculo orientado c1 y un elemento de contacto (a1, l1)
tienen contacto orientado si l1 es la recta tangente orientada de c1 en el punto a1.
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Figura 2.1: Contacto orientado entre un c´ırculo orientado c1 y un elemento de contacto
(a1, l1 ).
Definicio´n 2.3 Sean c1 , c2 dos c´ırculos orientados que se tocan en un punto c. Decimos
que c1 , c2 tienen contacto orientado si ambos tienen la misma recta tangente orientada
l en el punto c.
Figura 2.2: Dos c´ırculos con contacto orientado (generalmente nos interesan c´ırculos que
yacen en dos planos diferentes).
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Definicio´n 2.4 Un biarco desde un punto a a un punto distinto b es una curva compues-
ta por dos arcos circulares que inicia en a y finaliza en b tal que sus tangentes coinciden
en el punto de conexio´n.
En la siguiente seccio´n mostraremos que dados dos contactos (a1, l1) y (a2, l2), existen
dos c´ırculos orientados que hacen contacto orientado con (a1, l1) y (a2, l2) y son tangentes
entre s´ı.
2.3. Descripcio´n del problema
Dados dos elementos de contacto (a1, l1) y (b1, l2), queremos hallar un par de c´ırculos
orientados c1 , c2 que conecten estos elementos y posean contacto orientado en un punto
comu´n c.
Figura 2.3: Dos c´ırculos orientados que conectan los elementos de contacto (los c´ırculos
c1 y c2 usualmente yacen en planos distintos).
2.3.1. Dos c´ırculos de contacto orientado
Con el fin de hallar un par de c´ırculos orientados que conecten los elementos (a,m) y
(b, n) respectivamente y tengan una recta tangente orientada comu´n l en un punto c,
14
procedemos de la siguiente manera:
Escogemos dos puntos a1 ∈ m y b1 ∈ n a la misma distancia λ en direccio´n de las
rectas m y n desde a y b, respectivamente. Sea d el punto medio del segmento de
a1 a b1.
Consideramos el plano de simetr´ıa de a1 y b1, denotado por α y cuya ecuacio´n es:
x · (b1 − a1) = d · (b1 − a1) .
Consideramos una representacio´n parame´trica de nuestra recta orientada n (que
respeta la orientacio´n), pasando por el punto b1:
x = b1 + tv.
As´ı, el punto de interseccio´n entre el plano α y la recta n es:
b2 = b1 + t0v donde t0 =
d · (b1 − a1)− (b1 − a1) · b1
(b1 − a1) · v .
Por lo tanto, la recta que va desde el punto a1 hasta el punto b2 es una posible recta
tangente orientada l .
Figura 2.4: Biarco hallado a partir de los elementos (a,m) y (b, n) (en general,
los c´ırculos c1 y c2 yacen en planos distintos).
Para hallar el punto de contacto c escogemos la misma distancia λ en la direccio´n
de la recta orientada l desde el punto a1. Luego el punto c cumple la condicio´n de
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distancia
‖(a− a1)‖ = ‖(a1 − c)‖ .
Por otro lado, los tria´ngulos con ve´rtices (a1, d, b2) y (d, b1, b2) son congruentes, de
donde se sigue que ‖(a1 − b2)‖ = ‖(b1 − b2)‖. Dado que ‖(a1 − c)‖ = ‖(b1 − b)‖
entonces ‖(b− b2)‖ = ‖(c− b2)‖.
As´ı, tenemos que el punto c tambie´n satisface la condicio´n
(‖c− b2)‖ = ‖(b− b2)‖ .
En conclusio´n, la recta orientada l que pasa por los puntos a1 y b2 es una posible
recta tangente de una solucio´n y el punto de contacto c satisface las condiciones
(ver figura 2.4.):
‖(a− a1)‖ = ‖(a1 − c)‖ y ‖(c− b2)‖ = ‖(b− b2)‖ .
2.3.2. Biarco esfe´rico
En esta seccio´n analizaremos un biarco esfe´rico que conecta dos elementos de contacto
(a,m) y (b, n). Mostraremos que este biarco tridimensional yace sobre una esfera Σ de-
terminada por los elementos de contacto dados.
Inicialmente recordemos algunos conceptos de geometr´ıa inversiva. En el plano, el inverso
de un punto p con respecto a un c´ırculo de inversio´n de centro o y radio r es un punto
p′ que yace sobre el rayo que va desde o y pasa por p tal que ‖(p− o)‖ ‖(p′ − o)‖ = r2.
Algunas propiedades de la inversio´n son las siguientes:
El inverso de un c´ırculo que no pasa por el centro de inversio´n es un c´ırculo.
El inverso de un c´ırculo a trave´s del centro de inversio´n es una recta.
El inverso de una recta que no pasa por el centro de inversio´n es un c´ırculo que pasa
por el centro de inversio´n.
Una recta a trave´s del centro de inversio´n es su propio inverso.
Los a´ngulos son preservados por inversio´n.
Notemos que la inversio´n se generaliza a 3D y se realiza respecto a una esfera, siguiendo
un proceso ana´logo al descrito en 2D.
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Consideremos el punto a en el origen y un biarco construido como en la seccio´n anterior
que pasa por los puntos a, b y el punto de contacto c, con m y n las rectas tangentes en
dichos puntos.
Denotemos por v y w los vectores directores de las rectas m y n.
Escojamos el punto a como el centro de inversio´n y el radio de inversio´n r = ‖b− a‖.
Por lo tanto el inverso de cualquier punto x respecto a la esfera de inversio´n con centro
en a y radio r , esta´ dado por:
x∗ = a + r2
x− a
‖x− a‖2 .
Notemos que cualquier punto sobre la esfera de inversio´n es su propio inverso, de donde
se sigue que b∗ = b.
Luego el inverso del arco circular que pasa por el centro de inversio´n a y el punto c, con
vector tangente v en a es la recta que no pasa a trave´s del centro de inversio´n a, cuyo
vector director es v∗ donde v∗ = r
2
‖v‖2v y la cual pasa por el punto c
∗.
El inverso del arco circular que pasa por los puntos c y b el cual no contiene el centro
de inversio´n a, es un arco circular que pasa por los puntos inversos c∗ y b∗. Dado que el
a´ngulo es preservado por inversio´n, este arco en el punto c∗ es tangente a la recta cuyo
vector director es v∗ (esta recta es el inverso del arco circular anterior que pasa por a y
c), y en el punto b∗ es tangente a la recta que tiene vector director w∗.
Para identificar w∗ consideramos la inversio´n de un c´ırculo que pasa por los puntos a y
b con tangente w en b, as´ı tenemos que:
w∗ = w − 2 w · (b− a)
(b− a) · (b− a)(b− a).
De lo anterior, tenemos un arco circular que pasa por b∗ y c∗, con tangentes en dichos
puntos, w∗ y v∗. Considerando el punto de interseccio´n de estas tangentes y siendo µ un
para´metro libre tenemos lo siguiente:
c∗ = b∗ − µ(v∗ + w∗).
El lugar geome´trico de c∗ es una recta que no pasa por a pero si por el punto b∗, al realizar
la funcio´n inversa de la inversio´n a esta recta, encontramos que el lugar geome´trico de c
es un c´ırculo que pasa por a y b.
Por otro lado, los arcos inversos que pasan por a∗, c∗ y b∗ yacen en el plano que pasa por
el punto b∗ el cual contiene a las tangentes v∗, w∗ y el lugar geome´trico del punto c∗. De
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acuerdo al razonamiento anterior, al aplicar la funcio´n inversa de la inversio´n, vemos que
el biarco tridimensional yace una esfera que contiene a, b, el lugar geome´trico de c y las
tangentes v y w.
Los resultados anteriores pueden resumirse en el siguiente teorema:
Teorema 2.5 Dados los elementos de contacto (a,m) y (b, n), el par de c´ırculos orien-
tados yacen sobre una esfera Σ determinada por estos elementos.
A partir del resultado anterior, analicemos lo siguiente:
Consideremos los planos de simetr´ıa de los puntos a y b, de los puntos a y c, y de los
puntos b y c, denotados por σab, σac y σbc respectivamente.
Sean σa y σb los planos que pasan por a y b, y son perpendiculares a m y a n, respecti-
vamente.
Entonces el centro m de Σ es la interseccio´n de los tres planos σab, σa y σb. La reflexio´n
en el plano σac para cada solucio´n intercambia (a,m) y (c, l). La reflexio´n en el plano σbc
intercambia (c, l) y (b, n). Denotamos por d la recta d = σa1c ∩ σb1c, la cual pasa por el
centro de Σ.
Sea κ el c´ırculo generado por la rotacio´n completa de a con respecto a d y sea Ψ el hi-
perboloide de revolucio´n generado por la rotacio´n completa de la recta m con respecto a
d .
Figura 2.5: Cı´rculo κ, en el cual yacen los posibles puntos de contacto c.
Dado que d ∈ σac y que rotamos con respecto a d entonces c ∈ κ y l ∈ Ψ.
Cada punto c ∈ κ− {a,b} es un posible punto de contacto.
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As´ı, los planos que contienen al punto c y las rectas m y n intersectan a Σ a lo largo de
los c´ırculos requeridos.
Figura 2.6: Hiperboloide de revolucio´n Ψ tangente a Σ a lo largo del c´ırculo κ, en el cual
yacen los posibles puntos de contacto c.
As´ı el teorema 2.5 se puede extender a:
Teorema 2.6 Dados dos elementos de contacto orientados (a,m) y (b), n) entonces el
par de c´ırculos de contacto orientados yacen sobre una misma esfera Σ.
Cada punto distinto de a y b que yace sobre cierto c´ırculo κ ⊂ Σ que pasa por los puntos
a y b, es un posible punto de contacto c.
Las rectas tangentes comunes asociadas al punto de contacto c, yacen sobre un hiperboloide
de revolucio´n Ψ, el cual pasa por los puntos a y b y es tangente a la esfera Σ a lo largo
del c´ırculo κ.
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Cap´ıtulo 3
Splines de conos circulares
3.1. Resumen
Las superficies que esta´n compuestas de cilindros generales, conos generales y superficies
tangentes son llamadas superficies desarrollables. E´stas son las u´nicas superficies que
pueden ser aplicadas al plano sin deformacio´n, es decir, sin ninguna distorsio´n me´trica.
Debido a esta propiedad son de gran importancia en diversas aplicaciones.
En este cap´ıtulo consideraremos la solucio´n para el problema de aproximar superficies
desarrollables con splines de conos circulares presentada por Leopoldseder y Pottmann
[7], con el fin de obtener splines que ajusten superficies de intere´s para las aplicaciones en
el a´rea me´dica. Los splines de conos cuadra´ticos poseen representaciones parame´tricas de
grado dos y su desarrollo o aplanamiento en relacio´n a otras superficies desarrollables es
ma´s elemental.
3.2. Conos circulares con contactos prescritos
La idea general presentada por Leopoldseder y Pottmann para aproximar una superficie
desarrollable Γ por conos circulares es la siguiente:
1. Se escoge una secuencia apropiada de generadores y planos tangentes de la superficie
Γ.
2. Cada par de generadores consecutivos y sus planos tangentes, son interpolados por
dos segmentos de conos circulares que se unen suavemente a lo largo del generador que
comparten.
3. Estos conos pueden tener el mismo ve´rtice, poseer ejes paralelos o tener una esfera
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inscrita comu´n. En los dos primeros casos, se construye un biarco esfe´rico o plano. En el
u´ltimo caso, los conos tocan la esfera inscrita a lo largo de un biarco esfe´rico y e´sta es
hallada a partir de los generadores y planos tangentes dados.
Nos referiremos a un segmento de cono circular, acotado por dos generadores como un
segmento de cono. Los dos segmentos de conos que interpolan dos generadores y sus planos
tangentes forman un par de conos G1, en el sentido de que a lo largo del generador comu´n
comparten el mismo plano tangente. Si queremos enfatizar el hecho de que un cono no es
un cono circular lo llamaremos cono general.
3.2.1. Elementos de contacto planos
A un plano y a una recta orientada en ese plano, los llamaremos elemento de contacto
plano y lo denotamos por (ei, τi), donde ei es la recta orientada sobre el plano τi.
Pottmann y Leopoldseder usan los contactos planos para aproximar superficies desarrolla-
bles con segmentos de conos circulares, consideraremos estos elementos con otra finalidad.
A partir de una secuencia de elementos de contacto planos, queremos construir splines de
conos circulares que modelen superficies de intere´s.
Interpolaremos un par de elementos de contacto planos consecutivos con dos segmentos
de conos, los cuales poseen el mismo plano tangente a lo largo de un generador comu´n.
Figura 3.1: Base ortonormal asociada a un elemento de contacto plano.
A cada elemento de contacto plano (ei, τi) de la secuencia dada, le asociaremos una base
ortonormal (xi, ei,pi,ni) (ver figura 3.1), donde xi denota un punto sobre la recta ei con
vector director unitario ei. Cada plano τi esta´ generado por los vectores unitarios ei y pi,
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e´ste u´ltimo ortogonal a ei. El vector ei respeta la orientacio´n de la recta ei. El vector pi
indica el lado en el cual el par de segmentos de conos interpolantes entre ei y ei+1 han de
conectarse y el vector ni = ei × pi es el vector normal unitario al plano τi.
3.2.2. Algoritmo general
Sean (ei, τi), i = 1, 2 dos elementos de contacto planos consecutivos. Queremos encontrar
dos conos de revolucio´n ∆1, ∆2 con diferentes ve´rtices v1, v2, que posean un generador
comu´n y el mismo plano tangente a lo largo de este generador. Cada ∆i debe adema´s debe
contener la recta ei como generador y su plano tangente a lo largo de ei debe coincidir
con τi.
Los ejes de un par de conos en esta posicio´n, se cortan en un punto m o son paralelos.
Consideramos el caso en el cual los ejes se intersecan en m.
El punto m es el centro de una esfera Σ que toca a ambos conos a lo largo de dos c´ırculos:
c1 y c2. La esfera Σ es determinada a partir de los dos elementos de contacto planos
consecutivos (ei, τi).
Si mi es un punto sobre la recta ei, el punto m es la interseccio´n de los dos planos normales
γi : (x−mi) · pi = 0, i = 1, 2 (3.1)
con el plano bisector de los dos planos τi, i = 1, 2
σ : x · (n1 − n2)−m1 · n1 + m2 · n1 = 0. (3.2)
Cada uno de los conos ∆1, ∆2 tocara´ a la esfera Σ a lo largo de un c´ırculo y estos c´ırculos
se conectara´n tangencialmente en un punto c. Los c´ırculos c1 y c2 nos permiten construir
un biarco que resulta de conectar con continuidad tangencial en c un segmento del c´ırculo
c1 con un segmento del c´ırculo c2. Esto establece una conexio´n del generador e1 con el
generador e2.
El conjunto de biarcos interpolantes entre dos puntos ma´s sus rectas tangentes orientadas
han sido estudiados en el cap´ıtulo 2 y los resultados son aplicados al presente problema.
3.2.3. Biarco esfe´rico
Para dar una representacio´n racional de Be´zier al biarco, denotamos por a1,b1, c, a2,b2
sus puntos de control (Figura 3.3).
El punto ai es el punto de interseccio´n entre la esfera Σ y la recta ei tal que el vector pi
es el vector tangente al biarco esfe´rico en este punto.
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Por la construccio´n dada en el cap´ıtulo 2 los puntos ai y los vectores unitarios pi son los
puntos finales y los vectores unitarios tangentes a los c´ırculos c1 y c2.
Figura 3.3: Biarco con su pol´ıgono de control.
El pol´ıgono de control de un c´ırculo tiene la forma de un tria´ngulo iso´sceles [4, pag. 222],
los lados en el pol´ıgono tienen igual longitud, as´ı que los puntos de control interiores
b1 = a1 + λ1p1, y b2 = a2 − λ2p2 cumplen la condicio´n:
‖b2 − b1‖2 = (λ1 + λ2)2. (3.3)
Esto es equivalente a
(a2 − a1)2 − 2λ1(a2 − a1) · p1 − 2λ2(a2 − a1) · p2 + 2λ1λ2(e1 · e2 − 1) = 0. (3.4)
De esta manera, si escogemos un b1(λ1) utilizando la ecuacio´n (3.4) podemos calcular
un u´nico b2(λ2). Se sigue as´ı, por la construccio´n del biarco que el punto de contacto c
esta´ dado por:
c =
λ2b1 + λ1b2
λ1 + λ2
. (3.5)
De esta manera obtenemos los puntos de control ai, bi y c para cada arco circular.
Si consideramos la foma esta´ndar de la representacio´n racional de Be´zier de cada arco
circular, es decir, tomando los pesos en los puntos de control extremos (a1, c, a2) iguales
a 1, tenemos que los pesos ω1i en los puntos de control interiores bi pueden ser calculados
como bi = cosαi donde αi = ∠(c, ai,bi) [4].
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Por lo tanto,
ω1i =
(bi − ai)(c− ai)
‖bi − ai‖|c− ai‖ . (3.6)
Finalmente, podemos expresar la forma cuadra´tica racional de Be´zier de cada arco circular
como:
c1 =
a1(1− t)2 + ω11b12t(1− t) + ct2
(1− t)2 + ω112t(1− t) + t2 , (3.7)
c2 =
c(1− t)2 + ω12b22t(1− t) + a2t2
(1− t)2 + ω122t(1− t) + t2 . (3.8)
El arco complementario de ci, se denota por
−
ci y se calcula cambiando el signo del peso
ω1i del punto de Be´zier interior bi.
3.2.4. Ve´rtices de los segmentos de conos
Los ve´rtices vi de los segmentos de conos pueden ser calculados como la interseccio´n del
plano tangente a Σ en el punto c con los generadores ei, una vez hallado el biarco esfe´rico
como fue descrito en la seccio´n anterior.
Sin embargo, podemos primero calcular los ve´rtices de manera ana´loga a los puntos inte-
riores de Be´zier b1, b2, luego de hallar los puntos de control ai.
Los ve´rtices v1 = a1 + µ1e1 y v2 = a2 − µ2e2 de los correspondientes segmentos de conos
circulares tienen que satisfacer la condicio´n:
‖v2 − v1‖2 = (µ1 + µ2)2. (3.9)
Esto nos lleva a una relacio´n entre µ1, µ2, similar a (3.4) dada por:
(a2 − a1)2 − 2µ1(a2 − a1) · e1 − 2µ2(a2 − a1) · e2 + 2µ1µ2(e1 · e2 − 1) = 0. (3.10)
La escogencia del para´metro µ1 determina los ve´rtices v1 y v2 v´ıa la ecuacio´n (3.10). As´ı,
conocemos los ve´rtices vi, los ejes de los segmentos de conos ∆i, los cuales pasan por el
punto m y el punto vi respectivamente. Adema´s, de sus generadores ei y el generador
comu´n e, el cual une los puntos v1 y v2.
Por lo tanto, para determinar un par de conos dentro del conjunto uniparame´trico de
soluciones podemos escoger b1(λ1) y calcular b2(λ2) v´ıa la ecuacio´n (3.4), o podemos
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escoger primero v1(µ1) y calcular v2(µ2) v´ıa la ecuacio´n (3.10).
Los generadores que conectan los ve´rtices v1, v2 yacen sobre una cua´drica reglada Ψ. De
acuerdo a lo estudiado en el cap´ıtulo 2, Ψ es un hiperboloide de revolucio´n, el cual toca
a la esfera Σ a lo largo de un c´ırculo κ. En este c´ırculo yacen los puntos de contacto c.
Los planos tangentes de Σ y Ψ a lo largo del c´ırculo κ son los planos tangentes del par de
conos en los generadores frontera ei y el generador comu´n e.
Figura 3.4: Segmentos de los dos conos ∆1 y ∆2, los cuales son tangentes a la esfera Σ
a lo largo del biarco que se conecta tangencialmente en el punto c.
Los resultados obtenidos pueden resumirse en:
Teorema 3.1 Dados dos elementos de contacto planos (ei, τi), existe una familia mono-
parame´trica de pares de conos que interpolan estos elementos. Todos los conos poseen una
esfera inscrita comu´n Σ. Los generadores que conectan el par de conos escogidos yacen
sobre un hiperboloide de revolucio´n Φ de una hoja, el cual toca a Σ a lo largo de un c´ırculo
κ. Las rectas e1, e2 pertenecen al conjunto de generadores de Φ. Los planos tangentes de
Σ y Φ en los puntos ai, los cuales yacen sobre el c´ırculo κ, son los planos tangentes del
par de conos a lo largo de los generadores frontera.
Generalmente en aplicaciones se tiene una regio´n prescrita de intere´s Ω libre de puntos
singulares. Si uno de los ve´rtices, supongamos v1, yace dentro de Ω, podemos mover v1 v´ıa
el para´metro µ1 por fuera de Ω. Sin embargo, se debe comprobar si el ve´rtice v2 esta´ por
fuera de Ω.
Dada una regio´n de intere´s Ω, una consideracio´n adicional debe ser estimada. Sea ∆1 un
cono circular para el cual hemos calculado el correspondiente arco esfe´rico c1 con puntos
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de control a1,b1, c; como hemos excluido todas las soluciones con ve´rtice v1 en Ω se deben
distinguir dos casos:
1. La esfera Σ que contiene al arco circular c1 y la regio´n Ω, yacen en el mismo lado
del ve´rtice v1 del cono. Escogiendo un punto d del generador frontera e1 dentro de Ω, lo
anterior es caracterizado por
(a1 − v1) · (d− v1)  0, (3.11)
ya que los vectores (a1− v1) y (d− v1) no son opuestos. Luego el arco circular c1 corres-
ponde a la parte u´til del cono ∆1 que aproxima la regio´n de intere´s Ω.
2. La esfera Σ y la regio´n Ω yacen en diferentes lados del ve´rtice v1 del cono, esto es
equivalente a
(a1 − v1) · (d− v1)  0, (3.12)
pues los vectores (a1 − v1) y (d − v1) son opuestos. Luego si se usa el arco circular c1,
esto nos llevar´ıa a bordes afilados en la superficie interpolada, es decir, este segmento de
cono circular se conectar´ıa con el siguiente segmento de cono a lo largo del generador que
comparten en diferentes lados del plano tangente comu´n. Para evitar esta´ situacio´n, el
arco complementario
−
c1 debe ser utilizado. Esto produce que el spline esfe´rico sobre Σ no
se conecte con continuidad G1, pero garantiza que la superficie interpolada sea suave.
Ejemplo
Dada la siguiente secuencia de elementos de contacto planos, compuesta de 4 rectas orien-
tadas, cada una de las cuales yace sobre un plano τi con i = 1, ..., 4. Para esta secuencia
construimos tres pares de segmentos de conos circulares que conectan estos elementos
tangencialmente. Los segmentos de conos fueron construidos escogiendo el para´metro λ1
y a partir de este se hallo´ el para´metro λ2 utilizando la ecuacio´n (3.4).
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Figura 3.5: (a) Secuencia de elementos de contacto planos ei, i = 1, ..., 4, (b) Secuencia
de segmentos de conos.
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Cap´ıtulo 4
Aplicaciones
4.1. Resumen
Las superficies desarrollables son de considerable importancia en diversas aplicaciones de-
bido a la propiedad que poseen de poder ser mapeadas al plano sin deformacio´n. Algunas
de estas aplicaciones son industriales de confeccio´n textil y de calzado, en las cuales se
modelan disen˜os tridimensionales a partir de materiales planos. En el a´rea me´dica en
lo referente a la visualizacio´n de informacio´n a lo largo de secciones de o´rganos, podr´ıa
tener utilidad en diagno´stico cl´ınico. En este cap´ıtulo estudiaremos algunas nociones ba´si-
cas sobre el procesamiento digital de ima´genes me´dicas y consideraremos el conjunto de
soluciones de pares de conos circulares hallado en el cap´ıtulo anterior para aproximar
superficies desarrollables, con la finalidad de construir splines que modelen superficies de
intere´s. El enfa´sis sera´ en el a´rea me´dica odontolo´gica y presentaremos ejemplos de vistas
panora´micas de secciones curvas de maxilares humanos que contienen informacio´n sobre
todas las piezas dentales. El proceso presentado permite el despliegue simulta´neo de estas
piezas, en una superficie sin ninguna distorsio´n me´trica.
4.2. Estado del arte
El proyecto Visible Human [13] tiene por objetivo poner al alcance de la comunidad
cient´ıfica informacio´n detallada sobre la anatomı´a humana. Es una base de datos que
consta de 1871 cortes planos horizontales a partir de los cuales se puede reconstruir “fotos
”de rodajas oblicuas que se pueden extraer del volumen de datos. Este proceso es ma-
tema´ticamente bien conocido: involucra el mecanismo de interpolacio´n trilineal [14]. De
hecho el portal Visible Human ofrece una herramienta computacional de extraccio´n de
informacio´n a lo largo de rodajas planas de ubicacio´n tridimensional arbitraria.
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Un problema ma´s interesante es la extraccio´n de informacio´n a lo largo de rodajas curvas,
por ejemplo, a lo largo de una arteria (para determinar calcificaciones u otras malforma-
ciones) o tambie´n, a lo largo de un maxilar (con la finalidad de hacer visible la informacio´n
relevante a todas las piezas dentales simulta´neamente). Usualmente es de intere´s el des-
pliegue plano de esta informacio´n a lo largo de la rodaja curva. En general, cuando se
despliega en forma plana una superficie curva, esta debe estirarse en algunas zonas de la
rodaja, lo cual genera el problema de la deformacio´n: la forma y/o taman˜o del o´rgano
original a lo largo de un corte particular puede diferir de su forma y/o taman˜o cuando
se despliega sobre una pantalla plana. Este es el mismo problema de deformacio´n que se
presenta cuando se construyen mapas.
En el a´rea me´dica el problema de aplanar una superficie sin estiramiento fue considera-
do por Saroul en su tesis doctoral [10]. Saroul minimiza el problema de deformacio´n en
una zona especificada por el usuario, a expensas de otras zonas (en principio de menor
intere´s) en las cuales no se controla la deformacio´n. La propuesta de Saroul es de natura-
leza inherentemente local [10]. En un art´ıculo reciente Figuereido y Hersch [6] proponen la
extraccio´n de informacio´n de volu´menes 3D contenida en cilindros construidos sobre cur-
vas planas. Lo anterior se puede generalizar a superficies desarollables cuya construccio´n,
desde el punto de vista del disen˜o geome´trico asistido por computador ha sido estudiado
por Aumann [1]. La principal dificultad es de orden nume´rico en lo referente a la presen-
tacio´n plana de la superficie. Esta dificultad desaparece si en vez de utilizar superficies
desarrollables generales nos restringimos a cilindros y conos. En este trabajo se utiliza las
te´cnicas desarrolladas por Pottmann y Leopoldseder [7], basados en un art´ıculo reciente,
de Fuhs y Stachel [5] para construir rodajas curvas. Adema´s se presenta un ejemplo ilus-
trativo utilizando un maxilar humano y la rodaja se construye con segmentos de conos
circulares.
4.3. Nociones ba´sicas sobre ima´genes me´dicas.
El tratamiento digital de ima´genes para las ciencias biome´dicas es denominado comu´nmen-
te como procesamiento de ima´genes me´dicas.
El f´ısico alema´n Wilhelm C. Ro¨ntgen produjo en 1995 la radiacio´n electromagne´tica en las
longitudes de onda, que corresponden a lo que hoy denominamos rayos X. Este descubri-
miento permitio´ que las ima´genes me´dicas se convirtieran en una importante herramienta
en el campo me´dico. Estas son utilizadas en el diagno´stico me´dico, la planificacio´n del
tratamiento y del procedimiento y en los estudios de seguimiento.
Actualmente, existe una gran variedad de te´cnicas de ima´genes me´dicas, entre ellas esta´n
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las ima´genes de rayos X, la tomograf´ıa computarizada o CT1 y las ima´genes por resonan-
cia magne´tica o MRI 2.
Para realizar las aplicaciones en el a´rea me´dica odontolo´gica se utilizaron ima´genes CT
en formato DICOM, por esta razo´n se introduce a continuacio´n estos te´rminos.
4.3.1. Tomograf´ıa computarizada (CT)
Las tomograf´ıas computarizadas usadas en las ima´genes me´dicas y las ima´genes industria-
les, son creadas a trave´s de un procesamiento digital hecho por computador. El procesa-
miento digital geome´trico se utiliza para generar una imagen tridimensional del interior de
un objeto a partir de una secuencia de ima´genes 2D de rayos X (rodajas planas) tomadas
alrededor de un eje de rotacio´n [3].
Proceso
Los me´todos de obtencio´n de las proyecciones de rayos necesarias para la exploracio´n
de CT requieren una fuente de rayos X, detectores y dispositivos electro´nicos asociados,
todos ellos montados en un gantry, esca´ner cil´ındrico, que se mueve meca´nicamente para
generar una secuencia de ima´genes.
La CT produce un volumen de datos que puede ser manipulado a trave´s de un proce-
so llamado “windowing” con la finalidad de extraer informacio´n acerca de estructuras
contenidas en el volumen 3D, basadas en su capacidad de absorcio´n del haz de rayos X.
La rodaja es generada usando una fuente de rayos X que rota alrededor del objeto. Los
sensores de rayos X esta´n situados al lado opuesto del c´ırculo de la fuente de rayos X.
Gran cantidad de escaneos son tomados progresivamente, cada vez que el objeto es gra-
dualmente deslizado a trave´s del gantry.
Una vez que se ha realizado el escaneo, los datos deben ser procesados usando reconstruc-
cio´n tomogra´fica [3], la cual produce una serie de ima´genes de cortes transversales. En
general, la te´cnica ma´s utilizada es la retroproyeccio´n filtrada, ya que es fa´cil de implemen-
tar y puede ser computarizada ra´pidamente. Este me´todo es basado en la transformada
de Radon. Si f representa una densidad desconocida, esta´ basado en la transformada de
Radon representa los datos de salida de la tomograf´ıa. As´ı la inversa de la transformada
de Radom puede ser usada para reconstruir la densidad original de los datos.
Existen otras te´cnicas de reconstruccio´n tomogra´fica, entre ellas esta´n la retroproyeccio´n
y el me´todo iterativo de reconstruccio´n. En la retroproyeccio´n se utiliza un esca´ner EMI
donde el problema de reconstruccio´n tomogra´fica fue resuelto con a´lgebra lineal, pero
1Acro´nimo en ingle´s de Computed Tomography
2Acro´nimo en ingle´s de Magnetic Resonance Imaging
30
este enfoque es limitado por su alta complejidad computacional. El me´todo iterativo fue
recientemente desarrollado y esta basado en la maximizacio´n de las expectivas te´cnicas.
Este me´todo tiene la ventaja de utilizar un modelo interno de las propiedades f´ısicas del
esca´ner y de las leyes de la f´ısica de rayos X de las interacciones. Sin embargo, necesita
un requerimiento computacional muy alto, lo cual se encuentra en los l´ımites de la fun-
cionalidad de los protocolos de ana´lisis actuales.
Las ima´genes digitales esta´n compuestas de p´ıxeles individuales, para los cuales la lumino-
sidad o´ el valor del color esta´ asignado. Los p´ıxeles de una imagen obtenida por tomograf´ıa
computarizada se obtiene en te´rminos de la radiodensidad. El p´ıxel se muestra de acuerdo
con la atenuacio´n media (pe´rdida gradual de la intensidad del rayo X que pasa a trave´s
del cuerpo) del tejido(s) que corresponde a una escala de 3071 (ma´s atenuante) a -1024
(menos atenuante) en la escala Hounsfield [3]. Cuando el grosor del corte de la CT es
tomado en cuenta, la unidad se conoce como voxel, que es una unidad de tres dimen-
siones. El feno´meno de que una parte del detector no puede diferenciar entre diferentes
tejidos se llama el “efecto de volumen parcial”. Esto significa que una gran cantidad de
cart´ılago y una fina capa de hueso compacto puede causar la misma atenuacio´n en un
voxel. El agua tiene una atenuacio´n de 0 unidades Hounsfield (HU 3), el aire es de -1000
HU, el hueso trabecular es t´ıpicamente 400 HU, el hueso craneal puede llegar a 2000 HU
o´ ma´s. La atenuacio´n de los implantes meta´licos depende del nu´mero ato´mico del elemen-
to utilizado: titanio tiene generalmente una cantidad de 1000 HU, el acero puede disipar
completamente los rayos X y, por tanto, es responsable de las l´ıneas de artefactos en to-
mograf´ıas calculadas. Los artefactos causan transiciones abruptas entre los materiales de
baja y alta densidad, lo que resulta en valores de datos que exceden el rango dina´mico
del procesamiento de ima´genes.
Finalmente, el resultado de la reconstruccio´n tomogra´fica, es una matriz M de nu´meros,
que se codifican como niveles de gris para formar los pixeles de la imagen, donde el mı´nimo
de M le corresponde el color negro y el ma´ximo de M es el color blanco. La figura 4.1
muestra un ejemplo de la codificacio´n de colores de una tomograf´ıa.
3Hounsfield units
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Figura 4.1: Codificacio´n de colores en una imagen me´dica
4.3.2. Formato DICOM.
El formato DICOM 4, es el formato esta´ndar para la manipulacio´n, almacenamiento, im-
presio´n y la transmisio´n de informacio´n de ima´genes me´dicas. Este formato incluye un
archivo con datos de la imagen y el paciente, adema´s contiene un protocolo de red de
comunicaciones. As´ı los archivos DICOM pueden ser intercambiados entre entidades ca-
paces de recibir datos de la imagen y el paciente en formato DICOM.
El software matema´tico Matlab tiene las dos instrucciones dicomread y dicominfo que per-
miten manipular las tomograf´ıas computarizadas en formato DICOM. Los archivos en este
formato tienen extensio´n .dcm. As´ı, si se tiene por ejemplo, el archivo IM-0001-015.dcm, la
intruccio´n M=dicomread(´IM-0001-015.dcm’) genera la matriz M de nu´meros con la codi-
ficacio´n de los colores de la imagen. La instruccio´n dicominfo(´IM-0001-015.dcm’) permite
visualizar toda la informacio´n adicional sobre los datos del paciente y de la imagen.
4.4. Rodajas curvas construidas con segmentos de co-
nos circulares
En esta seccio´n consideramos un volumen de ima´genes me´dicas en formato DICOM, el
cual guarda informacio´n respecto a la estructura interna y externa de las 16 piezas dentales
de un maxilar superior humano.
Aplicaremos la construccio´n dada en el cap´ıtulo anterior de conos circulares a partir
de biarcos para modelar una rodaja curva que contiene informacio´n sobre la estructura
interna de todas las piezas dentales presentes en el maxilar.
4Acro´nimo en ingle´s de Digital Imaging and Communication in Medicine
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4.4.1. Seleccio´n de los elementos de contacto
Para cada diente consideramos un plano que presenta informacio´n de la estructura del
diente, el cual se determina segmentando los puntos de la pieza. La segmentacio´n se realiza
manualmente, para cada diente determinamos las ima´genes DICOM en las cuales esta´ con-
tenido este diente y seleccionamos puntos del diente por cada imagen. A partir de cada
conjunto de datos, hallamos el punto medio de cada diente y el plano que mejor presenta
la informacio´n de intere´s. Con base al plano hallado, construimos un sistema ortonormal
para cada diente y luego de obtener la informacio´n de cada p´ıxel de las ima´genes DICOM,
desplegamos la textura del diente como la interseccio´n del plano en el nuevo sistema y
el diente. La figura 4.2 muestra el plano escogido para una pieza dental, el cual ha sido
texturizado con la informacio´n correspondiente extra´ıda del volumen DICOM usando el
proceso de interpolacio´n trilineal.
Figura 4.2: Plano texturizado de una pieza dental del maxilar superior.
Escogiendo los planos y las rectas, hallados para cada diente como elementos de contacto
planos, construiremos una secuencia de segmentos de conos circulares que se conectan
G1. La rodaja curva resultante contiene la informacio´n sobre todas las piezas en forma
simulta´nea y esta puede ser desplegada en el plano sin deformacio´n. La figura 4.3 ilustra
la visualizacio´n de una pieza dental escogiendo el para´metro λ1.
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Figura 4.3: Vista 3D de la construccio´n de un par de segmentos de conos circulares
para una pieza dental del maxilar superior, donde las rectas rojas son los elementos de
contacto planos dados y las rectas azules son los generadores comunes.
Concretamente, el proceso para construir la secuencia de segmentos de conos circulares
para visualizar el total de piezas dentales conlleva los siguientes pasos:
1. Dado un par de elementos de contacto planos (ei, τi), i = 1, 2 de dos dientes consecuti-
vos, calculamos el centro m de una esfera Σ (sobre la cual construiremos el biarco), como
la interseccio´n de tres planos cuyos vectores normales son p1,p2,n1 − n2, de acuerdo a
las ecuaciones (3.1) y (3.2), donde el punto mi es el punto medio del diente.
2. Los generadores dados ei, se interpolan por un par de conos cuyos ejes se intersecan
en el punto m. La esfera Σ toca a cada uno de estos conos a lo largo de un c´ırculo, los
cuales denotamos por c1 y c2.
Los c´ırculos c1 y c2 generan el biarco esfe´rico que conecta los generadores ei. Los puntos
finales de este biarco son ai = ei ∩ Σ y los vectores tangentes son los vectores pi.
3. Finalmente, para hallar los puntos interiores de Be´zier, b1 = a1+λ1p1 y b2 = a2−λ2p2,
escogemos un λ1 y calculamos λ2 v´ıa la ecuacio´n (3.4).
La figura 4.4 ilustra diferentes vistas 3D de algunas piezas dentales escogiendo el para´me-
tro λ1 de acuerdo al proceso presentado.
Esta secuencia de segmentos de conos fue construida escogiendo el para´metro λ1 para cada
par de elementos de contacto planos. Recordemos que dados dos elementos de contacto
planos existe una familia monoparame´trica de pares de conos circulares que interpolan
estos elementos, cada par de conos posee una esfera inscrita comu´n Σ (ver teorema 3.1).
Para escoger un par de estos conos construimos un biarco como una curva de Be´zier, el
cual Los puntos de control exteriores del biarco a1 y a2 se hallan como la interseccio´n
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de las rectas e1 y e2 con la esfera Σ. Luego escogiendo un valor para el para´metro λ1 el
punto de control interior b1 esta´ dado por b1 = a1 + λ1e1. De esta manera, utilizando la
ecuacio´n (3.4) hallamos un u´nico punto de control b2 = a2 − λ2e2 y el punto de contacto
del biarco c se calcula utilizando la ecuacio´n (3.5). Finalmente los ve´rtices para este par
de conos se hallan como la interseccio´n del plano tangente a Σ en el punto c con las rectas
ei dadas. Esta solucio´n fue utilizada para construir la secuencia de conos ilustrada en la
figura 4.4.
La otra posibilidad para hallar un par de conos de la familia es calcular primero los ve´rti-
ces de manera ana´loga a los puntos de control interiores b1, b2 utilizando la ecuacio´n
(3.10). As´ı conocidos los ve´rtices vi, los ejes de este par de conos pasa por el centro m de
la esfera Σ y el punto vi respectivamente y el generador une los puntos v1 y v2.
Figura 4.4: Vistas 3D de la construccio´n de 9 segmentos de conos circulares para
algunas piezas dentales del maxilar superior.
Observacio´n.
No es posible visualizar todas las piezas dentales del maxilar superior en la ilustracio´n
anterior por que se presenta la siguiente situacio´n:
Al construir el par de segmentos de conos para algunas piezas dentales, utilizando cual-
quiera de las dos posibilidades de la escogencia de los conos explicada en el pa´rrafo anterior
produce un par de segmentos de conos que no son u´tiles para visualizar la regio´n de intere´s
de las ima´genes DICOM que contienen estas piezas.
Por ejemplo, la figura 4.5 muestra una pieza dental donde se escogio´ el para´metro λ1, el
par de segmentos de conos circulares se conectan a lo largo del generador que comparten
en diferentes lados del plano tangente comu´n.
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Figura 4.5: Visualizacio´n del par de segmentos de conos para dos rectas consecutivas de
la secuencia dada, donde dichos conos se conectan en lados diferentes del plano tangente
comu´n.
Para evitar esta situacio´n es necesario escoger el arco complementario del arco circular
hallado, utilizando el procedimiento explicado en la seccio´n 3.2.4. Aunque utilizando este
procedimiento el par de segmentos de conos circulares se conectan en el mismo lado del
plano tangente comu´n a lo largo del generador que comparten, esto nos lleva a un par
de conos que no son u´tiles para la visualizacio´n de la pieza dental, ya que no permite
visualizarla completamente, ver la figura 4.6.
Figura 4.6: Visualizacio´n del par de segmentos de conos para el par de rectas anteriores
utilizando el arco complementario del arco circular.
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Conclusio´n
En conclusio´n se propone una te´cnica para construir splines de conos circules con la fi-
nalidad de extraer informacio´n a lo largo de rodajas curvas a partir de volu´menes de
ima´genes me´dicas en formato DICOM. En particular se estudia el caso de un volumen
que continene un maxilar humano. Utilizando la te´cnica descrita se presentaron algunos
ejemplos de visualizaciones en 3D de los segmentos de conos circulares construidos para
piezas dentales del maxilar superior. Esta te´cnica tiene baja complejidad matema´tica pues
en principio involucra so´lo conos circulares.
Otro campo de posible utilidad incluye la aplicacio´n de esta te´cnica en el despliegue de
secciones curvas de venas (para estudiar el funcionamiento de va´lvulas) y arterias (para
detectar calcificaciones). No se descartan aplicaciones industriales en el campo de estudio
de fracturas en volu´menes.
37
Bibliograf´ıa
[1] Aumann G., A simple algorithm for designing developable Be´zier surfaces, Computer
Aided Geometric Design, 2003, 20, 601-619.
[2] Coxeter, H. S. M., Introduction to Geometry, seccions 6.1 Inversion in a Circle y 6.3
Inversion of Lines and Circles, John Wiley and Sons, Inc., 2nd Edition, pp. 77-83,
1969.
[3] Deserno T., Biomedical Image Processing, Springer, 2011.
[4] Farin G., Curves and Surfaces for CDGA: A Practical Guide, Academic Press, 5th.
Edition, 2002.
[5] Fuhs, W. y Stachel, H., Circular pipe connections, Computers and Graphics, 1988,
12, 53-57.
[6] Hersch R. y Figueiredo O., Parallel unfolding visualization of curved surfaces extrac-
ted from large three-dimensional volumes, Journal of Electronic Imaging, 2002, 11,
No. 4, 423-433.
[7] Leopoldseder, S. y Pottmann, H., Approximation of developable surfaces with cone
spline surfaces, Computer-Aided Design, 1998, 30, 571-582.
[8] Meek D.S. y Walton D.J., Approximation of discrete data by G1 arc splines, Computer
Aided Desing, 1992, 24, 301-306.
[9] Sharrock, T.J., Biarcs in three dimensions, Mathematics of Surfaces II, Martin R.R.
Editor, Oxford University Press, 1986.
[10] Saroul L., Surface extraction and flattening for anatomical visualization, Francia,
2006: Tesis Doctoral. Ecole Polytechnique Federale de Lausanne.
[11] Saroul L., Figueiredo O. y Hersch R., Distance preserving flattening of surface sec-
tions, IEEE Transactions on Visualization and Computer Graphics, 2006, 12, No.
1.
38
[12] Saroul L., Gerlach S. y Hersch R., Exploring curved anatomic structures with surface
sections, IEEE Visualization, 2003.
[13] Wikipedia The Free Encyclopedia (18 de septiembre de 2011) Visible Human Project.
http://en.wikipedia.org/wiki/Visible−Human−Project.
[14] Wikipedia The Free Encyclopedia (5 de julio de 2011) Trilinear Interpolation.
http://en.wikipedia.org/wiki/Trilinear−interpolation.
39
